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In this paper we analyse the phenomenon of propagation of heat with finite speed, in finite bar of Cattaneo’s type. In
contrast to the classical thermoelasticity, this theory makes use of modified version of the classical Fourier’s law of theat

conduction and leads to hyperbolic-type heat transport equation admitting finite thermal wave speed.

1. INTRODUCERE

Teoria clasica a conductiei termice, aratd ca daca un material bun conductor de caldura este supus la
o perturbatie termica (agitatie termicd), atunci efectele perturbatiei pot fi simtite instantaneu la distante
infinit de departate de sursa. Acest neajuns apare din cauza faptului ca ecuatia de transport a caldurii
care sta la baza acestei teorii, este o ecuatie cu derivate partiale de tip parabolic, care prezice 0 viteza
infinita pentru semnale termice.
Tn decursul ultimelor decenii, din cauza acestui inconvenient fizic, au fost formulate diferite teorii
nonclasice independente, unele din aceste teorii folosind versiuni modificate ale legii clasice lui Fourier
de conductie a caldurii.

2. CONDUCTOR RIGID DE TIP CATTANEO

Tn lucrare analizim propagarea cildurii in bara rigida, finita, de lungime |, omogeni si izotropa,
conductoare de caldura.
Tn acest scop, vom considera ecuatia de bilant a energiei interne Tn absenta surselor externe de
caldura:
M:—iM,Xe[O,I],t>O (1)
ot pC  OX
Legea generalizata de conductie termica (legea constitutiva a conductiei termice):

r%+q(x,t)=—k gradT(x,t), xe[0,1], t>0 (2)

unde, T(X,t) si (X,t) sunt functii necunoscute care reprezinta temperatura respectiv fluxul de

caldura n bara, in locul x la momentul t. Constantele pozitive k, p si csunt respectiv coeficientul de

conductie termicd, densitatea de material si caldura specifica. Constanta = >0 este timpul de relaxare
termica sau inertia fluxului de caldura si reprezinta timpul de intarziere de care are nevoie sa se
stabilizeze starea de conductie termica intr-un element de volum cand gradientul de temperaturd a fost
aplicat brusc acestui volum.

3. PROBLEMA INITIALA SI LA LIMITA
VVom considera urmatoarea problema initiala si la limita
o Conditii initiale: T (X, O) =Ty (X) , (temperatura la momentul initial),
q(x,0)=qg(x), (fluxul termic la momentul initial t =0);
e Conditiile la limita: q(0,t)=q(l,t)=0.

Presupunand satisfacute ipotezele de regularitate necesare, daca eliminam fluxul termic intre ecuatiile
(1) s1(2), obtinem ecuatia care guverneaza fenomenul de propagare a caldurii in bara:



. . 8°T (x,
rT(x,t)+T(x,t):%% . @3)

Ecuatia (3) este o ecuatie cu derivate partiale de ordinal al doilea, lineara de tip hiperbolic.

iy k o . s o <
Midrimea V= |[—— reprezintd vifeza finita de propagare a caldurii In bard, iar marimea
foloza

a’=—>0 apare in ecuatia de propagare a caldurii de tip parabolic.

C

Daca se da fluxul termic q (X 0) =0 (X) atunci, potrivit ecuatiei (1), putem scrie:
6T(x O) iaq(x,o)__iaqo(x)

4)
ot pC  OX pC  OX
Considerand ecuatia (2) si folosind conditiile la limita, avem:
aq(x,t oT (x,t
{T_q( )+q(x,t)} =k r(xY)
ot x=0; x=I OX x=0; x=I
. dT (x,0 . OT(x1 ) ) .
Din q(O,t)zq(I,t):O, avem ( ) =0 si %=0, adica viteza de variatie este nula pe
X
froptieré.
In consecintd, vom avea:
e Condifii inifiale: T (x,0)=To(X)
oT (x,0 oT (x,1
o Condiii la limitd: TKO)_ aT(xl)_y

OX OX
o Conditii de racordare: To'(O) To (1)=0.
Vom cauta solutii de forma T(x,t)=X(x)-©(t)=0 (potrivit metodei Fourier de separare a

variabilelor).
Inlocuind Tn (3), avem

X (X)O(t)+ X (x)O(t)=a2X"(x)O(t) | X (x)©(t)
si deci, dupa separarea variabilelor, obtinem:
6() 6)_ o X002,y
O(t) of(t) X (x)
a) Daca alegem constanta A € R A #0, vom obtine urmatoarea problema bilocala

12
X'(0)+ 7 X (1)=0 X(0)=x(1)=0 (5)

Ecuatia diferentiala (5) are solutia generala de forma:
X (x) _Ccos? x+Dsinx.

a a
Din conditiile bilocale se determind necunoscuta A . Astfel de obtin valorile proprii



kza . . .. .
Ak :IL’ k=12... ,carenudepind de timpul de relaxare r . Functiile proprii corespunzatoare au

forma Xy (x)=Cx coskl—ﬂx, k=12...
b) Dacd 2=0, atunci X"(x)=0, ceea ce implica faptul ca X'(x)=Cqy si X (x)=Cpx+C;. Din
(5), adicd X'(0)=0, obtinem X (x)=const.

c) Daca constanta — 1 este aleasi pozitiva, atunci obtinem solutia banala X (X) =0.

Tn concluzie, valorile proprii au forma

Ak :@, k=0,1,2... (nudepind de timpul de relaxarez ). (6)

1ar functiile proprii corespunzatoare sunt
Xk(x)zckcoskl—”x, k=0,12... 7
Fie ecuatia r(:)(t)+®(t)+/1k2®(t) =0 k=12.... Daca se cautd solutii de forma @(t) —g't ,
atunci obtinem

rr?4r+42=0 k=012...
i) Pentru k =1,2..., obtinem solutiile:

1
@__1 1] 2 _1 ( 2)5
e/ =———-—41-4 =—|-1-|1-4
k 2t 27 " 27 oA
(@)
1
2__ 1 1] 2 _1 ( 2)5
"/ =——+—\1-474° =—| -1+|1-4r
K 2t 27 * 27 &
si atunci rezultd
@) 2)
re’t t
Oy (t)=Ake X +Bje K ),
2
unde A, _kma_kr k K=z si nu depinde de 7 .
I | pc lpc
Observatia 1. Folosind dezvoltarea binomiala, putem scrie evaludrile:
r(® =i[—1—(1—27/1k2+2722k4+...)}=—l+ﬂk2+0(r)
27 T
, pentru 7 —0
r =2—1T[—1+(1—2mk2+2f2/1k4+...ﬂ=—,1k2+o(r)
Asadar, solutia (9) devine
1
{—A+ik2+0(r)}t [ a2+0(e) |
O (t)= Aie +Bje (10)

Pentru 7 —0_, obtinem urmatoarea exprimare a solutiei



O (1) =Bfe At (11)

ii) Pentru k =0 avem ro(l) = 1 si ro(z) =0 si solutia are forma
T
21
®0(t)=A0e z--l-BO (12)
In continuare functiile proprii au forma:
r () r.(2) 4r
T (X,1) =X (X)Ok (t)=| Ace’®  +Byek cos ==X, k=12... (12)

_t
To(x,t)=Age 7 +By, A By, Ay, By constante inca necunoscute
Functia
t o0
- @ (2) 4
Ty (x,t) = Age T+BO+Z[Akerk +Bye'k cosTﬂx (13)
k=1
Trebuie sa verifice conditiile initiale si ecuatia de conservare a energiei interne:

. aq
cT =——
r OX

Admitand ca seria (14) poate fi derivata termen cu termen in raport cu X si t , obfinem:

t
- 0 1 1 2 2
ox ot T ] I

Din (14), prin integrare in raport cu x, avem:
t
(I

q(x,t)= Pe Aoe_;x—pcz (Akrk(l) erk(l) + Bkrk(z) erk(z) j—sm4—”x+co
T o1 kz |

Din conditiile la limitd avem 0= q(O,t) =Cysi q(l,t)= pd Aoe_;, deci Ay=0.
T
Asadar, pentru campul de temperatura rezulta expresia

, 5{1—(1—%2)? 1

t 2{—1+(1—4f,1k2 )% ]t i
COS—X

T

T(xt)=By+> | Ae +Be (15)
k=1
iar pentru fluxul termic solutia are forma
1 1
11 ar2.2)2 L (1-ar2.2)2
ol 27[(1 4727 ) ]t ) 2T[1+(1 4727 ]t D
q(xt)=pc) | Ace +Bye k—sme (16)
ke T

&:#%(—1—«/1—4@3}&( si ék:ﬁ-z—lr(—l+«/l—4rﬂk2j-8k, k=12,... (17)



Datoritd conditiilor initiale, pentru campul de temperatura, obtinem

Ty (x)=T (x,0)= Bo+z(Ak+Bk)cos”k

Atunci, constantele By, A si By,k=12,... sunt coeﬁmen;n Fourier ai functiei Tp(x), care trebuie
sa verifice relatiile:

| I
BOZ%ITO(X)dX si Ak+Bk:|3j 0(x)cos Kxdx, k=12,.. (18)
0 0

Folosind (4 ), putem scrie

_ 1 %o 93T (4 )= ® 1B, r® )cos ZK
6 (x)_at (x,O)_él(Akrk +By 1 )cos X

de unde, obtinem

8q0( ) cos ZX xdx , (19)

@ (2) _

Relatiile (18) si (19) determina unic constantele A si By iar cu ajutorul relatiilor (17) se determina

constantele Ak si |_5>k . In consecinta solutia problemei initiale si la limita este complet determinata.
4. CONCLUZII

1). Tn cazul cand r—0+, atunci rk(l) —>—0 i rk(z):—ﬂkz si deci campul de temperatura si fluxul

termic sunt determinate de relatiile urmatoare

_,11(2 K
T(xt)~By+> Bye cos”Tx (20)
k>1
S Bre Mt sin ZK
q(x,t)x—pc> Be K sin X, (21)
k>1
unde, potrivit relatiei (17), avem
~ __I_ 2
B, = po A By (22)
7K

Din expresia (20), a campului termic, observam ca armonicele By cos== X sunt amortizate in timp

I
2

At . .. .
de factorul e ¥ i pentru t—>o0, avem tIIm T(x,t)=By, care reprezintd temperatura medie de la
—>»00

momentul initial, in bara de lungime |, conductoare de caldura.
Solutia scrisa sub forma (20) reprezinta solutia problemei clasice a propagarii caldurii, cand legea
constitutiva (*), a fluxului termic, este tocmai legea clasica a lui Fourier, q=—kK grad T (X,t):
aT _ 2 O°T(x.1)
ot ox?
. B . ..o T 3
cu conditia initiala, T (X,0)=Ty(X) si conditiile la limita x (O,t)—g(l,t)—o.

. xe[0,1],t>0,



Asadar, pentru t suficient de mare, daca fluxul termic este nul in orice sectiune xe[0,1] a barei,

atunci temperatura in orice punct al barei tinde sa se stabilizeze cétre valoarea datd de temperatura
|

medie in bara de la momentul initial, adica T (0) ::Il' ITO (x)dx .
0

2 _2 2 2
2). Fie lﬁ=n|§ %, neN*. Atunci, Bg=1-4743 =1-472 ”Ig vZ. Din conditia 1-47 42=0,

2
g cl . e .
rezulta z'zL pe_ 1 si, in consecintd, existd Ny e N™* ai. si avem
42% Ark 2

[nﬁ =1-4¢ /Iﬁ >0,n=12,..,ng  respectiv, ,Br? =1-4¢ ﬂﬁ <0,n=np+1,ny+2,...,
Pentru valorile fixate I, p,c,k (deoarece A, nu depinde de timpul de relaxare 7 ) rezulta

. * e v [ . .
N <Ap<...<Ay<... 51 fie 77 valoarea critica adicd, valoarea cea mai mare pentru care orice 7 CU

r>7* avem f2<0 (n=ny+Lny+2,...)

Pentru n<ng rezulta ci rg1)=%(—l—ﬂn) $i r,(12)=2—1r(—1+ﬂn) sunt numere reale iar, pentru n>nj

deducem ca rgl) :Zl’[ (-1-iB,) si rgz) :2_11 (=1+ip,,) sunt numere complexe care au partile imaginare

B
nenule, egale cu =1#0.

2t
Asadar, campurile de temperatura si fluxulul termic pot fi exprimate cu relatiile:
Ny O @ ) 1, P Py S
T(x,t)=By+>. (Ae ¥ +Be X )cos”I X+ Z e 2 (Ace "2 +Bke 2t )cosTx
k=1 k= ny+1
s
0 - rS)t ~ r(2) K 21t gkt gkt 7k
q(x,t)=—pc Z_:(Ake +Bye K )sinZ¢ I x+I< nz+1e T (Ae 2t 4+Bye 27 )sinZE X
0

Vom observa cd armonicele
1 Py Py " 1, Py Pt "
e 27 ( Ake "or! +Bye 27 )cosZE T s, respectiv e 2r Ake "2r! +Bye 27 )sinZL |

obtinute pentru n>ng, suferd oscilatii in raport cu timpul si sunt atenuate cu factorul de atenuare

_1
e ZTt
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